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Некоторые аспекты методики обучения решению уравнений и неравенств, содержащих переменную под знаком модуля
Предметная область: математика.
Цель: повторить понятие модуля действительного числа, совершенствовать навыки решения уравнений, содержащих знак модуля.

Аннотация:

Стандартный метод решения уравнений, с модулями обучающиеся осваивают в курсе математики 6 класса и с успехом их решают. Однако, уравнения, содержащие комбинацию нескольких модулей, вызывают затруднения у старшеклассников. 

Материал статьи содержит обзор способов решения уравнений и неравенств, содержащих модули. Особое внимание уделено «нестандартному» методу, который позволит более эффективно решать широкий класс заданий этого типа и может быть использован учителем, как на уроках математики, так и на факультативных и дополнительных занятиях. 
- Не секрет, что задания с модулем вызывают у многих затруднения. Большинство уравнений с модулем можно решить исходя из определения модуля. В некоторых случаях это сделать достаточно просто, [image: image2.png]


  и [image: image4.png]


5, а в некоторых - сопряжено с большими техническими сложностями. [image: image5.png]Jx-2l-1-2=x+1



.
Поэтому, чтобы избежать этих сложностей, полезно знать способы решения уравнений, содержащих модуль, использовать не только аналитическое определение, но геометрическую интерпретацию модуля и его графическое представление. 

Графическое решение уравнения |x|=0.  В одной системе координат построим графики функций: y=|x| и у=0. (Рис.1)
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Решим уравнение│х-3│=5. Вспомним определение: «Геометрический смысл выражения |x - a| - это длина отрезка координатной оси, соединяющего точки с абсциссами а и –а».  Значит, геометрический смысл модуля разности величин х и 3 - это расстояние между ними (рис.2). 
Ответ: -2, 8. 

Таким образом, можно сделать вывод о том, что перевод алгебраической задачи на геометрический язык, позволяет избежать громоздких решений.  
Что  ложится в основу графического  метода. Свойство кусочно- линейной функции. 

Пусть заданы некоторые  точки     x1  < x2<x3< ….< xn  -точки смены формул. Функция  f, определенная при всех х, называется  кусочно-линейной, если она линейна на каждом интервале ( -∞; x1 )  (x1 ;x2 )  (x2 ;x3)  …. ( xn ; +∞)

Её графиком является ломанная с двумя бесконечными крайними звеньями.
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Функцию с графиком, указанным на данном рисунке  можно задать тремя формулами:

y = -5, при х < -1,     у = 6х+1, при   -1≤ х ≤ 2\3,    y= 5,  при х > 2\3. Однако не трудно заметить, что  эту же функцию можно задать и одной формулой: у=|3x+3|-|2-3x|
Значит любую непрерывную кусочно- линейную функцию можно задать   формулой               y=ax +b+c1* | x-x1 |+c2*|x-x2 |+…+cn* |x-xn|,  (*)  где а, в, с легко найти по графику.

Поэтому на каждом из промежутков( -∞; x1 )  (x1 ;x2 )  (x2 ;x3)  …. ( xn ; +∞), на которые числовая прямая разбивается  точками x1 , x2, x3,.., xn  , функция определяемая формулой (*), будет линейная (как сумма линейных функций).
График любой функции,  вида (*), является ломанная с бесконечными крайними звеньями. Чтобы построить  такую ломанную, достаточно знать  все её вершины и по одной точке  на левом и правом  бесконечных звеньях.  Это легко позволяет строить  графики функций без раскрытия модулей  и перехода их  к кусочному заданию. Составляется таблица. 
	х
	X0
	Х1
	….
	Хn
	Xn+1

	у
	Y 0
	Y1
	….
	Yn
	Yn+1


Все эти точки, определяемые таблицей  М(xn; уn ) являются вершинами строящейся ломанной, их наносят на координатную плоскость. Строится график.
 Графическая модель уравнения: |x-3|=5 (рис.3). 
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Для определения точки «перелома» решим уравнение: х-3=0.

Прямая у=5, пересекает график модуля в точках, с абсциссами -2 и 8, которые являются корнями уравнения. 

На основе геометрической интерпретации выстроим аналитическое решение.
Решим уравнение │х-3│=5 аналитическим способом. Раскроем модуль по определению. При x-3 ≥0  получим, x-3 = 5 и   при условии x-3 ≤0  получим -x + 3=5 или х-3= -5.
Решая полученные уравнения, находим: х=8, х= -2.
Ответ:  -2;8.

Рассмотрим еще один способ решения уравнений, содержащих модуль. Суть способа состоит в раскрытии модуля на промежутках числовой прямой, а затем, решая поученные уравнения, делаем вывод о соответствии полученных результатов каждому из промежутков. 
Решим уравнение: │х-2│+│х+4│=10.

Точки «перелома» х= -4 и х=2 разобьют числовую прямую на промежутки. 

Раскроем на каждом промежутке модуль.

1) При х < - 4 решением уравнения  –х+2-х-4=10 является корень х= - 6.

2)При -4 ≤ х ≤ 2  решением уравнения  –х+2 +х+4=10 является пустое множество.

3) При х > 2 решением уравнения х-2+х+4=10 является корень х=4.

Ответ: -6; 4.

Данный способ применим и к решению неравенств, содержащих модуль.
Решим неравенство: |3x+3|-|2-3x|≤0.
Найдём точки «перелома», для этого приравняем многочлены, стоящие под знаком модуля к нулю, получим х=-1, х=2/3. Данные точки разобьют числовую прямую на три промежутка. Раскроем модули на каждом из них.
Получим три системы:
                                 [image: image10.png]x=-1
3x—3-3x+2=0
—5<0.




,

Решением данной системы является промежуток (-∞; -1)

Вторая система:[image: image12.png]
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,

Решением системы является промежуток [-1; -1/6]
Третья система: [image: image16.png]x>2,
3x+3+3x-20
5<0.



,
Нет решений.

Объединяя полученные промежутки, получим решение неравенства   (-∞; -1/6]. 

Ответ:  (-∞; -1/6].

Одним из наглядных способов решения уравнений и неравенств, содержащих модуль, является графический способ. Суть которого заключается в том, чтобы в одной системе координат построить графики функций. В случае если графики имеют общие точки, то они  являются корнями уравнения или неравенства. Если графики не пересекаются, можно сделать вывод, что уравнение (неравенство) решений не имеет. 
Для решения уравнений, содержащих модуль, графический способ применяют реже, так как не всегда рационален и неточен. 

Например, при решении уравнения |3x+3|-|2-3x|=0, графическим способом определить точное значение корня невозможно (рис.4). Необходима дополнительная проверка точности предполагаемого корня уравнения.
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Решим задания, встречающиеся во второй части КИМ государственной итоговой аттестации по математике рассмотренными способами. 
Решите уравнение [image: image18.png]Vx+4vVx—4+\x—4/x—4=4




Решение.
Введем замену переменной:  
[image: image19.wmf]
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 по определению корня: 
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Получим:  
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 EMBED Equation.3  [image: image23.wmf]4
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Решим полученное уравнение двумя способами:

1способ: аналитически: заметим, что 
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и, поэтому,
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  получим:
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 EMBED Equation.3  [image: image31.wmf]t
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Воспользуемся определением модуля. 
Получаем:  
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 Ответ: [image: image35.png]4




2 способ: графически. 
В одной системе координат построим графики функций у=│t-2│+│t+2│  и у=4. Графиком первой функции является ломанная, с бесконечными крайними звеньями, а графиком второй функции является прямая, параллельная оси абсцисс и проходящая через точку 4 (рис.5)
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Таким образом, абсциссы точек пересечения графиков функций (-2; 4) и (2; 4) и являются решениями уравнения│t-2│+│t+2│=4,. Следовательно, у=-2, у=2.
Учитывая, что  t ≥ 0, получим 0 ≤ t ≤ 2, 
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Ответ: [4;8]
Задание 2 Решим уравнение
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Решение. 
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Введём замену переменной:
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Данное уравнение, содержащие модули решим графически.  
Графиком данной функции у=
[image: image44.wmf]2
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 является ломанная, с бесконечными крайними звеньями. Построим его по точкам «перелома» и точкам  на крайних звеньях (рис.6).
 Учитывая условие t
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По графику функции определим абсциссы точек:  t1=2, t2=3.
Решим двойное неравенство: 
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Ответ: [5;10]
Рефлексия (подведение итогов занятия).
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